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Czy zbiory rozmyte
wykorzystujemy w edukacji
wczesnoszkolnej?

Do we use fuzzy sets
in early school education?

Wprowadzenie

Zbiory rozmyte (ang. fuzzy sets) naleza do tych osiggni¢é wspolcze-
snej matematyki, ktéra bazuje na logice wielowartoSciowej i obok kate-
gorii prawdy i falszu proponuje warto$¢ trzecia, a mianowicie mozliwosc'.
Przynoszg wigc skomplikowany uklad wzajemnych relacji.

Na bazie zbioréw rozmytych zostaly oparte mechanizmy budowy
i funkcjonowania bezzalogowych lodzi podwodnych oraz samolotéw,
urzgdzenia sond kosmicznych, wojskowych samolotéw zwiadowczych itp.

Tworca teorii L. Zadeh? przyjmuje, iz zbiory rozmyte odnoszg si¢
do kategorii i desygnatéw, co do ktérych pozycji istnieja watpliwosci, gdzie
je zaliczy¢. Tworza one spectrum mie¢dzy desygnatami i kategoriami,
a okre§lenia, ktorym przypisuje si¢ warto$¢ logiczng mozliwosci, sytuowane
s3 poza prawda (1) i falszem (0). W tym miejscu nalezy przypomnieé, ze
steoria zbioréw rozmytych tworzy sformalizowany system wnioskowa-

' Por. A. Tarski, Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych, ,,Prace Towarzystwa Naukowego War-
szawskiego”, Wydz. Ill Nauk Matematyczno-Fizycznych, nr 34, Warszawa 1933.

2 L. Zadeh, Fuzzy Sets, ,Information and Control”, (1965)8, s. 338-353, tegoz, Fuzzy Sets — The-
oretic Interpretation on Linguistic Hedges, ,Journal of Cybernetics”, (1972)2, s. 4-34; tegoz,
A Fazzy Algoritmic-Approach to the Definition of Complex or Imprecise Concepts, ,International
Journal of Man-Machine Studies” (1978)8, s. 249-291; tegoz, Toward a Theory of Fuzzy Informa-
tion, Granulation and its Centrality in Human Reasoning and Fuzzy Logic, ,Fuzzy Sets and Sys-
tems”, (1997)90, s. 111-127.
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nia umozliwiajacy trafng i calociowy interpretacj¢ terminéw nieostrych
i niejednoznacznych™. Nadaje si¢ do interpretacji pewnego dziatu mate-
matyki, fizyki, biologii czy jezykoznawstwa. Wsrdd zjawisk i mechani-
zméw jezyka naturalnego znalazly si¢ bowiem dzigki temu, kategorie
przyblizone, ktére dokiadniej i lepiej mozna opisaé za pomoca logiki zbio-
row rozmytych niz za pomocg rachunku kwantyfikator6w. Podobnie jest
w matematyce. O ile bowiem dzialania matematyczne réwnosci/réwno-
liczebno$ci mieszcza si¢ w logice teorii zbioru mnogo$ciowego i klasycz-
nej definicji prawdy, o tyle znaki > lub < ‘wigcej niz’, ‘mniej niz’ podaja
warto$¢ przyblizona, opartg na poréwnaniu dwéch wielkosci, tutaj: dwdch
liczb i stwierdzeniu, iz jedna jest odpowiednio wigksza, odpowiednio mniej-
sza od drugiej, bez wyeksplikowania rzeczywistej warto$ci. L. Zadeh® cha-
rakteryzowal t¢ prawidlowo$¢ za pomoca nastepujacej reguly: ,,zlozonosé
1 precyzja wystepuja w zaleznosci odwrotnej, w tym sensie, ze jezeli zlo-
zono$¢ rozpatrywanego problemu wzrasta, to zmniejsza si¢ mozliwo$é
jego precyzyjnej analizy™. Autor dokonal takze syntetycznego ujgcia istoty
funkcjonowania zbioréw rozmytych: ,wszelkie proby wprowadzenia nad-
miernej dokladnos$ci do probleméw zawierajacych nieprecyzyjne lub
niejednoznaczne pojecia i relacje zmniejsza wiarygodnos$¢ wynikow. Z dru-
giej strony umyst ludzki moze przetwarzaé dane przyblizone i niejedno-
znaczne, tworzy¢ przyblizone modele nawet najbardziej skomplikowa-
nych sytuacji i wyznaczal przyblizone rozwigzania, a nastgpnie
podejmowat prawidlowe decyzje. Wiasnie teoria zbioréw rozmytych jest
aparatem matematycznym® sluzacym do formalizowania tego przyblizo-
nego rozumowania w terminach nieostrych i niejednoznacznych™.

Wykorzystanie teorii zbioréw rozmytych w dzieciecej matematyce

Teoria zbiordw rozmytych ma wigkszg moc eksplanacyjna (wyja-
$niajaca) niz nadmierna formalizacja zjawisk jezykowych, kulturowych
czy antropologicznych i pedagogicznych, z ktérymi dziecko zapoznaje
si¢ juz w edukacji wezesnoszkolnej®.

Sluzy takze tym dzialom matematyki, w ktérych omawia si¢ warto-
§ci niemierzone $cisle, lecz okreslone jako mniej /wigcey niz, a wige war-
tosci relacyjne. Tak rozumiana teoria zbioréw rozmytych tworzy w isto-

31. Nowakowska-Kempna, Zbiory rozmyte i inne zatozenia matematyki i logiki w metodologii badar
humanistycznych, [w:] Swiat Techniki i Humanistyki, red. E. Tokarz, Bielsko-Biata 2007, s. 183-190.
4 L. Zadeh, Toward a Theory of Fuzzy Information, dz. cyt.,s. 111.

5 E. Czogata, Zbiory rozmyte. Wprowadzenie do matematycznego modelowania niejednoznaczno-
sci, Gliwice 1997, s. 2.

5Wyttuszczenie |. Nowakowska-Kempna.

7 L. Zadeh, Toward a Theory of Fuzzy Information, dz. cyt., s. 111.

8 Por. Podstawa programowa z komentarzem. Tom 1. Edukacja przedszkolna i wczesnoszkolna
z 23 grudnia 2008, opublikowana w dniu 15.01.2009, Dz. U. nr 4 poz. 17.
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cie swej paradygmat badawczy, ktéry T. Kuhn’ okreslil jako wzorcowe
badania oparte na jednorodnych, kompatybilnych i konkretnych zaloze-
niach terminologicznych, metodologicznych i filozoficznych. Paradyg-
mat ten, stuzac wybranym dzialom matematyki, moze by¢ réwniez wy-
korzystany jako jedna z koncepcji logiki wielowarto$ciowej, do tworzenia
paradygmatéw w naukach humanistycznych 1 spolecznych.

We wspélczesnej pedagogice teoria zbioréw rozmytych ujeta w for-
mie paradygmatu moze stuzy¢ np. dyskursom edukacyjnym. D. Klus-
-Stafiska!’ charakteryzuje dyskurs edukacyjny, méwiac o nim, ze ,,dyskur-
sy pedagogiki wezesnoszkolnej to systemy i sytuacje wypowiedzi na tematy
bedace jej przedmiotem (dziecko, jego rozwdj, wezesna edukacja, naucza-
nie, uczenie si¢, program, lekcja itd.)”!". W identyfikacji dyskurséw pe-
dagogiki wezesnoszkolnej autorka wazna rol¢ przypisuje, miedzy inny-
mi takim znacznikom, jak: tworzenie wiedzy, zaufanie do wiedzy oraz
koncepcje i decyzje. Otwierajg one pole stosowalnosci teorii zbiordéw roz-
mytych do nauczania zintegrowanego, wszg¢dzie tam, gdzie stosowanie
warto$ci trzeciej — przyblizonej jest uzyteczne i celowe.

Mozna przyjaé, iz wszystkie obszary nauczania zintegrowanego sg
dla niej przeznaczone. Jest to edukacja przyrodniczo-spoleczna, zwiaza-
na z kregami blisko$ci (dom, najblizsza okolica, moja miejscowosé, strony
rodzinne), edukacja polonistyczna z wychowaniem do kultury i sztuki oraz
edukacja matematyczna.

W nauczaniu zintegrowanym bowiem nauczyciel i uczniowie uzywaja:

a) wielkoSci mierzalnych nieokre$lonych w jezyku potocznym, ta-
kich jak: wysoki/niski, duzy/maty, szybki/wolny, gruby/chudy, ciezki/lek-
ki, tadny/brzydki;

b) dzialan matematycznych ze znakami > ; < np.x > y;y < x
oznaczajacymi poréwnanie wielkosci, gdzie nicostro$é wigze si¢ z odczy-
taniem znakéw x > y; y < x.

Zdania z predykatami typu wysoki/niski, ciggki/lekki nie sg z istoty
swej ani prawdziwe, ani falszywe, gdyz nie mozna z prawdziwoscia orzec,
czy nalezg do okreslonego zbioru, gdyz nieostro$¢ tkwi tutaj w samej na-
zwie. Zakwalifikowanie bowiem danej osoby do wysokich lub niskich
zalezy od obserwacji 1 subiektywnego przekonania, co dla kogo i w jakich
okolicznosciach, z jakiego punktu widzenia jest wysokie. Zdania takie sg
jednak czesto uzywane w nauczaniu zintegrowanym, gdyz pozwalaja na-
uczycielowi, dziecku, uczniom stuchajacym orientowaé si¢ wstepnie w rze-

°T. Kuhn, The Structure of Scientific Revolutions, Chicago 1962.

10 D. Klus-Stanska, Dyskursy pedagogiki wczesnoszkolnej, [w:] Pedagogika wczesnoszkolna — dys-
kursy, problemy, rozwigzania, red. D. Klus-Stanska, M. Szczepska-Pustkowska, Warszawa, 2009,
s.26-79.

" Tamze, s. 35.
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czywisto$ci. Do zbioru rozmytego naleza nazwy koloréw. Dotyczy to
odcieni barw, zwlaszcza tego odcinka widma barwy, ktory trudno zaliczy¢
jednoznacznie do niej samej. Bogate nazewnictwo odcieni barw, jak turku-
sowy, szmaragdowy, lila-r6z, brzoskwiniowy, morelowy, burgund, khaki,
amarantowy, purpurowy, pozwala dziecku na dokladniejszg percepcje ko-
loréw, poszerza gamg odcieni koloréw niebieskiego, zielonego 1 czerwone-
go, ukazuje bogactwo $wiata w tym zakresie, uwrazliwia na pickno, cho-
ciaz trudno jednoznacznie wskazaé barwe, taka jak burgund.

Zarazem wielkoSci mierzalne w jezyku potocznym pojawiaja si¢ cze-
sto w tekstowych zadaniach matematycznych po to, by wprowadzié kate-
gorie znane uczniom, zorientowa w realiach, a nast¢pnie s usciSlane
w formule prawdopodobiefistwa (np. x N 3, czyli w stopniu 3, tj. z du-
zym prawdopodobiefistwem lub x N, 0004 tj. prawie nie nalezy, z ma-
lym prawdopodobiefistwem) badz tez u$ci$lane w kategoriach mierzal-
nych okreslonych liczbowo, np. obok pocigg jechal szybko = pocigg jechat
z predkoscig 140 km/godz.

Uczniowie edukacji wezesnoszkolnej maja wiee do czynienia z dwoma
typami dzialaf matematycznych: z réwnaniem i relacjg. Réwnanie dotyczy
dodawania i1 odejmowania, mnozenia i dzielenia jako rowno$é/rownowaz-
no$¢ miedzy ukladem cyfr lub liczb a wynikiem. Réwnanie jako efekt licze-
nia usytuowane jest w teorii zbioru (inaczej teorii kwantyfikatoré6w) 1 kla-
sycznej definicji prawdy, rozumianej jako zgodno$é stow z rzeczywistoscia.
Stuzy prawdzie obicktywnej. Rownanie definiowane jest w nastgpujacy
spos6b: rownac si¢ z. ,,mieé taka sama warto§¢, wielko$¢, znaczenie, mieé
jaki$ okreslony skutek; wynosié, czynié, znaczyc tyle, co...” np. Dwa razy
dwa réwna si¢ cztery. Jeden metr rdwna si¢ stu centymetrom; bo rowna-
nie to rzeczownik od czasownika réwnaé'.

Relacja natomiast scharakteryzowana jest w nastgpujacy sposdb: ,,sto-
sunck miedzy (dwoma lub wiecej) przedmiotami, pojeciami, wielko$cia-
mi itp. zalezno§¢ mi¢dzy nimi”. W przypadku dzialafh matematycznych
x > yx <y ,wickszy niz” ,mniejszy niz” jest to zalezno$¢ mi¢dzy liczba-
mi, a wielkoSci wyrazane s3 za pomoca liczb. Relacyjnos¢ wskazuje na
zalezno$¢ i pordwnywalno$é dwu lub wigcej wielkosci, stuzy do uchwy-
cenia pordwnania, a nie jej wyrazenia w warto$ciach mierzonych. Z isto-
ty swej wiec ma zawieszona asercje, informujac o relacji przyblizonej,
nicokreslonej liczbowo 1 miesci si¢ w logice wielowartoSciowej, ze wzgle-
du na wprowadzenie wartosci trzeciej poza prawda/falszem, podczas gdy
dzialania nastawione na wyrazenie réwno$ci mieszcza si¢ w kategoriach
prawda/falsz.

2B. Dunaj (red.), Sfownik wspdtczesnego jezyka polskiego, Warszawa 1996, s. 979.
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Jest sprawg oczywista, ze mieci si¢ ona w teorii zbiorédw rozmytych,
a nie w koncepcji teoriomnogosciowej, a uzyte X y stanowig zapis zmien-
nych przy relacji por6wnania i w klasach I-1I1 s3 wypelnione przez kon-
kretne liczby, adekwatne do rozwoju ucznia®, podobnie jak w przedszkolu.

Zbiory rozmyte w nauczaniu zintegrowanym

Trzeba podkreslié, iz w koncepcji nauczania zintegrowanego w edu-
kacji wezesnoszkolnej dzialania matematyczne sg Scisle powigzane z tre-
Sciami przyrodniczymi czy polonistycznymi i tak, na przyklad, w klasie
pierwszej w bloku V. Las wola nas, zajecia 1-2 pt. ,Jak rozpoznaé drzewa
iglaste?” pojawia si¢ w edukacji matematycznej jako pordwnywanie liczeb-
nosci biorow na konkretach i porownywanie liczebnosci przedmiotow™.

Kolejno pojawiaja si¢ éwiczenia przygotowujace do monografii liczb
i porzadkowanie zbiordw w zaleznosci od ich liczebnosci oraz ,ksztalce-
nie praktycznych umiejetnosci: mierzenia, wazenia i poréwnywanie na
konkretach”. Cwiczenia te poszerzajg obszar wiclkoéci poréwnywanych,
przechodzac od poréwnania liczb, liczonych na patyczkach itp. do waze-
nia i mierzenia, réwniez przedstawionych liczbowo. Tertium compara-
tionis lezy tutaj w porownywaniu wielkodci 1 okre§laniu wigkszy/mniej-
szy, wigcej/mniej miz'°. Z jeszcze inng formg relacyjnosei, operujacej na
wartoSciach przyblizonych spotykajg si¢ uczniowie klasy pierwszej, okre-
§lajac polozenie przedmiotdéw za pomoca terminéw nieostrych, chociaz
porzadkujacych owo polozenie: przed - za, nad - pod, obok, blizej - dalej.

Zwlaszcza sformulowania blizej - dalej naleza do klasycznych, po-
tocznych wyrazefi mierzalnych z obszaru zbioru rozmytego!.

Trzeba réwniez podkresli¢, iz w bloku IV Nadlatuje jesieri w tema-
cie dnia ,Jesienne zadania” pojawia sie expressis verbis sformulowanie:
poréwnywanie liczebno$ci zbiordw z uzyciem termindw tyle samo, mniej,
wigcej dla edukacji matematycznej. Uzycie okre$lenia termin, tutaj: termin
matematyczny tyle samo ‘rdbwnanie’, mniej/wigcej ‘relacja’ dla warto$ci
przyblizonych w rachunku zbioréw rozmytych $wiadczy nie tylko o na-
ukowym charakterze tych ostatnich, ale i o stosowalnosci dzialah z za-
kresu teorii zbioréw rozmytych w edukacji wezesnoszkolnej, poczawszy
od klasy pierwszej. Powtarzajg siec bowiem, wirdd szczegblowych tema-
tow zaje¢é, zadania z poréwnywaniem liczebnosci zbioréw z uzyciem ter-
mindw: mniej/wigcej, a samo poréwnanie liczebno$ci zbiordw staje si¢

13 D. Bascik-Kotek iin. (red.), Nasza klasa. Czes¢ 1. Przewodnik metodyczny klasa 1, Kielce 2009, s. 11,
43, 97 oraz Czesci 2-5.

“Tamze.

1>D. Bascik-Kotek i in. (red.), Nasza klasa. Czes¢ 2., dz. cyt., s. 5.

'®Patrz przypis 2.

7 Patrz przypis 13.
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istotnym i podstawowym zagadnieniem edukacji matematycznej w na-

uczaniu wezesnoszkolnym. Przyjmuje takze coraz to bardziej skompli-

kowana forme, por. ukladanie obiektéw w serie malejace i rosnace!®.
Poréwnanie wielko$ci wymaga nie tylko policzenia, ale i oszacowania.

Podsumowanie

Jak podkreslajg E. Gruszczyk-Kolczynska' i E. Zielifiska w swoich
pracach, edukacja matematyczna stuzy wspomaganiu rozwoju intelektu-
alnego dziecka. W przypadku obliczania zaleznoSci przyblizonej wigkszy
nig mniejszy nig ipso facto bazujacej na zbiorze rozmytym ksztaltowanie
proceséw kojarzenia poréwnywania, abstrahowania i uogélniania/ wnio-
skowania nalezgcych do myslenia abstrakcyjnego jest ewidentne 1 nie
wymaga szczegdlowego komentarza. Stanowi forme pomocng uczniowi
w przechodzeniu na poziom liczenia na zbiorach zast¢pczych, a nie — na
konkretach. Por6wnywanie liczebnosci zbioréw przedmiotéw konkret-
nych rozpoczyna si¢ juz w przedszkolu®.
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Streszczenie

Zbiory rozmyte (ang. fuzzy sets) kojarza si¢ najczesciej z bardzo
skomplikowanymi, wspélczesnymi obliczeniami w matematyce, stano-
wigc podstawe funkcjonowania najnowocze$niejszych urzadzen, jak sondy
kosmiczne czy bezzalogowe samoloty i todzie podwodne. Czyz mozna
si¢ wiec spodziewaé elementéw tychze zbiordw w edukacji przedszkol-
nej 1 wezesnoszkolnej? Jednakze dokladne przejrzenie obu tych cyklow
edukacyjnych upowaznia do stwierdzenia, iz elementy zbioréw rozmy-
tych stuza interpretacji nie tylko réznych dzialéw matematyki, lecz takze
fizyki, biologii czy jezykoznawstwa, a w nauczaniu zintegrowanym wspo-
magaja edukacje przyrodniczo-spoleczna zwiazang z kregami blisko$ci
(dom, najblizsza okolica, moja miejscowosé, strony rodzinne), edukacjg
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polonistyczna z wychowaniem do sztuki i kultury oraz edukacja mate-
matyczng. W nauczaniu zintegrowanym nauczyciel 1 uczniowie uzywaja
zaréwno wielkoSci mierzalnych nicokreslonych, znanych z potoczne;
polszczyzny, typu wysoki / niski, duzy / maty, gruby / chudy, szybki / wol-
ny, ciggki / lekki, tadny / brzydki, jak i dzialan matematycznych ze znaka-
mi >; < ‘wigkszy niz’; ‘mniejszy niz’ np. x>y, y<x oznaczajacych po-
réwnanie wielkosci, gdzie nieostro$¢ wigze sie z odczytaniem relacyjnym
ipso facto symboli niedookreslonych, podczas gdy rachunki wnoszg war-
to$¢ réwnosci /réwnoliczebnosci. Inny jest wige status obu dziatan: raz
mieszczgcych sie w teorii mnogosci (i logice dwuwarto$ciowej), klasycz-
nej definicji prawdy jako zgodnosci stéw z rzeczywistoScia 1 obiektywne;
teoril interpretacji rzeczywistoéci, a drugim razem — w logice wielowar-
toSciowej uwzgledniajgcej warto$C trzecia — mogliwosé, poza klasyczna
definicja prawdy, a sama warto$¢ mozliwosci lezy poza kategoriami: praw-
dy (1) i falszu (0). Poréwnanie wielko$ci wigze si¢ z nieostroscia, stoso-
wang do odczytania znakéw x>y, y<x. Wielko$ci mierzalne nicokreslo-
ne typu dugy / maly, szybko / wolno, pojawiaja si¢ czesto w zadaniach
matematycznych, aby wprowadzié¢ dzieci w temat, a potem nastgpuje
wyjasnienie typu pocigg jechat z predkoscig 140 km/godz. / warto§¢ mie-
rzalna okre§lona). Znaki relacyjne >; < ‘wigkszy niz’, ‘mniejszy niz’
sprzyjaja mysleniu abstrakcyjnemu u dzieci, wplywajac tworczo na roz-
wdj kategorii poréwnania, abstrahowania 1 uogdlniania.

Stowa kluczowe: nauczanie zintegrowane, matematyka, przyroda,
zbiory rozmyte, poréwnywanie wartosci, znaki relacyjne.

Do we use fuzzy sets in early school education?

Summary

Fuzzy sets are most often associated with very complicated, contem-
porary calculations in mathematics and are the basis of functioning of the
most modern devices, such as space probes or unmanned airplanes and
submarines. Thus, may we expect the elements of these sets in pre-school
or early school education? However, the precise analysis of both educa-
tional cycles entitles us to the statement that the elements of fuzzy sets
help with the interpretation of not only various areas of mathematics, but
also with one of physics, biology and linguistics, and in the integrated
education they support the natural science-social education connected with
the circles of nearness (house, the nearest landscape, my town, family area),
the Polish language education together with art and culture education
and mathematical education. In the integrated education the teacher and
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students use both the measurable undefined values, which we know from
everyday Polish language, for example, wysoki / niski, duzy / maty, gruby
/ chudy, szybki [ wolny, cigzki / lekki, tadny / brzydki, as well as, mathema-
tical operations with symbols >; < ‘higher than’, ‘lower than’ e.g. x>y,
y<x, which mean the comparison of values where lack of clarity is con-
nected with relational reading ipso facto of the not fully defined symbols,
while the calculations are connected with the value of equality / equal
number. We have to do with a different status of those two operations:
they are either included in the theory of multiplicity (in bivalent logic),
the classic definition of truth understood as the agreement between words
and reality and the objective theory of interpretation of reality or, on the
other hand, they are included in the polyvalent logic accepting the third
value — possibility, beyond the classic definition of truth, and the value of
possibility itself lies beyond the categories of: truth (1) and falsity (0). The
comparison of the values is connected with blurring/lack of clarity used in
reading of signs x>y, y<x. The measurable undefined values, such as,
big /small, fast / slowly, often appear in mathematical tasks when teachers
present the new issue to the children and then they explain it in the follo-
wing way, for instance: the train was going at 140 km/h/ (the measurable
defined value). The relational symbols >; < ‘higher than’, ‘lower than’
facilitate the children’s abstract thinking and influence, in a creative way,
the development of the categories of comparison, abstraction and genera-
lization.

Keywords: integrated education, mathematics, biology, fuzzy sets,
comparison of values, relational symbols.



