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Abstrakt

Artykut jest poswiecony logice intuicjonistycznej L.E.J. Brouwera. Sg w nim
omoéwione Zrodta i cele tej logiki — byta jednym z nurtéw konstruktywi-
stycznych w filozofii matematyki i miata przezwyciezy¢ kryzys podstaw
matematyki — oraz gtéwne etapy jej rozwoju (A. Heyting, K. Godel),
a zwtaszcza znaczenie badan nad nig logikéw polskich (Z. Zawirski, J. tuka-
siewicz, A. Tarski, S. Jaskowski). Wnioski uzasadnione w artykule na kanwie
ustalen historycznych maja takze znaczenie dla metafilozoficznej dyskusji
nad rozumieniem matematyki, podstawowych praw logiki oraz relacji
jezyka do rzeczywistosci.

Stowa klucze: logika intuicjonistyczna, filozofia Brouwera, system Heytin-
ga, Zygmunt Zawirski, Jan tukasiewicz, Alfred Tarski, Stanistaw Jaskowski,
metody aksjomatyczne i macierzowe.
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Abstract

The article is devoted to L.E.J. Brouwer's intuitionistic logic. It discusses
the origins and objectives of this logic, which was one of the constructivist
trends in the philosophy of mathematics. The logic was intended to resolve
the crisis of the foundations of mathematics. The article also covers the
primary stages of its development, including the work of A. Heyting
and K. Godel. Additionally, it emphasizes the significance of research
conducted by Polish logicians, such as Z. Zawirski, J. tukasiewicz, A. Tarski,
and S. Jaskowski. The article’s conclusions. Which are justified on the basis
of historical findings, are also important for metaphilosophical discussions
about understanding mathematics and the basic laws of logic. These
discussions also address the relationship between language and reality.

Keywords: Intuitionistic logic, Brouwer’s philosophy, Heyting system,
Zygmunt Zawirski, Jan tukasiewicz, Alfred Tarski, Stanistaw Jaskowski,
axiomatic and matrices methods

W filozofii XX wieku intuicja zajmuje uprzywilejowane miejsce. Od
pojawienia si¢ Bergsonowskiej ,,intuicji czystego trwania” i Husserlow-
skiej ,intuicji czystych istot” mozna méwi¢ o nowym etapie rozwoju
intuicjonizmu. O intuicji méwia najczesciej ci filozofowie, ktérzy prze-
$wiadczenia i odczucia stawiajg wyzej niz uzasadnianie i sprawdzanie
zdobywanej wiedzy. Przykladowo w estetyce intuicje czesto traktuje sie
jako kryterium rozumienia i oceny wartosci estetycznych. W filozofii
religii role intuicji wiaze si¢ z aktem wiary. W filozofii tomistycznej zna-
czenie intuicji intelektualnej ma zwiazek z poznawczym ujeciem rze-
czywisto$ci. O intuicyjnym poznaniu jest mowa takze w matematyce
i naukach realnych.

Filozoficzng problematyke intuicji nie tatwo jest uporzadkowac i opi-
sa¢ z powodu duzej réznorodnosci stanowisk filozoficznych, w ktérych
zagadnienie to jest uyyjmowane, ale takze z powodu jego powigzania z ogdl-
niejsza kwestig okreslenia natury poznania. Wskutek tego dotychczasowe
rozwigzania licznych filozoficznych kwestii zwigzanych z intuicja nie s
zadawalajgce. Warto zatem siegnac¢ do uscislen i analiz intuicjonizmu
matematycznego ilogiki intuicjonistycznej, aby przekonac¢ sig, na ile pra-
ce te przyczynily si¢ do zrozumienia i oceny intuicjonizmu, poczatkowo
entuzjastycznie przyjmowanego w wielu dziedzinach.

W niniejszym artykule pragne zwréci¢ uwage na proby budowania
podstaw matematyki w pierwszej potowie XX wieku przez siegniecie do
intuicjonistycznej logiki i matematyki. Méwiac o logice intuicjonistycz-
nej, mam na uwadze kierunek zapoczatkowany przez holenderskiego
matematyka Luitzena Egbertusa Jana Brouwera. Rozwoj tego nurtu nadal
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oczekuje na petne opracowanie historyczno-problemowe. W niniejszej
prezentacji sa wybrane jedynie te jego elementy, ktore dajg obraz dwczes-
nych debat dotyczacych waznosci poznania intuicyjnego w matematyce
i jej zastosowaniach do teorii fizycznych oraz rozwoju intuicjonizmu
w pierwszej potowie XX wieku - kiedy wigzano z tym kierunkiem duze
nadzieje na przebudowanie podstaw matematyki oraz sformulowanie
zatozen do budowy filozoficznej teorii rzeczywistosci — uwzgledniajac
badania polskich filozoféw ilogikéw, m.in. Zygmunta Zawirskiego, Jana
Lukasiewicza, Alfreda Tarskiego, Stanistawa Jaskowskiego.

Brouwerowska krytyka matematyki klasycznej

Dla Brouwera matematyka nie jest dziedzing oderwang od rzeczy-
wistoéci. Zawiera okreslong tre$¢, zgodna z odpowiednio przez niego
rozumiang intuicja matematyczng. Nie zgadzal si¢ ani na teze logistow,
ktdrzy chcieli matematyke sprowadzi¢ do samej tylko logiki, ani tez na
teze formalistow ze szkoty Hilberta, u ktérych matematyke sprowadzano
do rachunku w jezyku symboli matematycznych. Byl przekonany, ze
podstawg arytmetyki i teorii mnogosci jest intuicja naturalnego szeregu
liczb i indukcja matematyczna, rozumiana jako zasada operacyjna sto-
sowana w kazdym dziale matematyki. Zdaniem Brouwera matematyka
jest niezalezna od jezyka matematycznego, od dowodoéw czysto formal-
nych. Podkreslal, Ze matematyka znajduje si¢ w umysle ludzkim, a nie
na papierze. Nie mozna wylacznie postulowac istnienia obiektéw mate-
matycznych, nalezy je uprzednio skonstruowac.

Logika podobnie powinna uwolni¢ si¢ od swej jezykowej formy.
Brouwer podkresla, iz logika zostala wyabstrahowana z matematycznych
zbioréw skonczonych i bezprawnie przeniesiona na matematyke zbio-
réw nieskonczonych. Wytaniajace sie z teorii mnogoséci Georga Cantora
paradoksy, antynomie doprowadzily do kryzysu w rozumieniu podstaw
matematyki. Zrédto btedéw w matematyce widziat Brouwer w dowodach
nieodwolujacych sie do konstrukeji postulowanych obiektéw, dlatego
odrzucit wszelkie dowody niekonstruktywne logiki klasycznej. Podwazyl
absolutne obowigzywanie prawa wylaczonego srodka i prawa podwdjne-
go przeczenia oraz krytycznie odniost sie do aksjomatu wyboru (aksjo-
matu Zermelo)'.

1 Luitzen Egbertus Jan Brouwer, ,On the Foundations of Mathematics”, w Collected
Works. Philosophy and Foundations of Mathematics, t. I, red. Arend Heyting (Amster-
dam-Oxford-New York: North-Holland Publishing Company; American Elsevier
Publishing Company, 1975), 74-97.
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Matematyka dla Brouwera jest nauka o okreslonej tresci, a deduk-
cja w niej przybiera forme dedukcji naturalnej odrzucajacej metode
aksjomatyczng jako metode budowania i ugruntowania matematyki”
Zapewnienie skuteczno$ci postepowania nie sprowadza si¢ jedynie do
postulowania istnienia obiektéw matematycznych, lecz do uprzedniego
ich skonstruowania®.

Brouwer zauwaza, iz w matematyce w sposdb nieostrozny operuje si¢
terminem ,,wszystko” oraz bez ograniczen stosuje si¢ zasade wylaczonego
$rodka. Terminu ,wszystko” nie nalezy uzywac w analizach zbioréw nie-
skonczonych, oprdcz zbioréw nieskonczonych dobrze uporzadkowanych,
jak np. szeregu naturalnych liczb, gdyz w tych przypadkach mozna stoso-
wac zasade indukcji. W przypadku natomiast szeregu miejsc dziesietnych
liczby przestepnej zastosowanie metody indukcji jest niemozliwe, gdyz
w szeregu tym kolejne cyfry nie dajg si¢ uja¢ w zadne prawo. W tego typu
wypadkach stosowanie zasady wylaczonego srodka moze prowadzi¢ do
zdan bezsensownych. Zasada ta glosi, iz albo przynajmniej jeden ele-
ment nie posiada pewnej wlasnosci, albo wszystkie elementy t¢ wlasno$c¢
maja. Oznacza to takze, ze zasada ta jest spelniona w sytuacji, gdy albo
zaden element pewnej wlasnosci nie posiada, albo istnieje przynajmnie;j
jeden element, ktéry ma te wlasnos¢. W przypadkach pewnych zbioréw
zasada alternatywy wykluczajacej jest niedopuszczalna. Nie wolno na
podstawie falszywosci ogélnego skladnika alternatywy bezkrytycznie

2 Uzycie nazwy ,dedukcja naturalna” wydaje si¢ uprawnione jedynie w zakresie pod-
stawowych funktoréw zdaniotwdrczych. Sg one jakby naturalnym fgcznikiem zdan,
bedacych elementami dowodoéw i formut zdaniowych, a nie elementem regut struktu-
ralnych wnioskowan opisujacych jedynie ksztalty wyrazeni dotaczanych. Scisle biorac,
idgc za Jaskowskim, chodzi tu o stosunki pomiedzy ksztaltami tych wyrazen dotg-
czonych a ksztaltami przestanek, wyrazen wczesniej przyjetych. Stanistaw Jaskowski,
Elementy logiki matematycznej [skrypt] (Torun: 1947), 20.

3 Pod tym wzgledem prace Brouwera koresponduja z szeroko zakrojonymi rodzimymi,
przeprowadzonymi w okresie pierwszej polowy XX wieku, badaniami dotyczacymi
ujmowania rachunku zdan, formulowanych metodg dedukcji naturalnej. Przyktadowo
Jozef Iwanicki, siegajac do prac Gentzena (Gerhard Gentzen, ,,Untersuchungen iiber
das logische Schliessen®, Mathematische Zeitschrift 39 (1934): 184) i Feysa (Robert Feys,
»Les methodes de deduction naturelle”, Revue Philosophique de Louvain 44 (1946): 370;
45 (1947): 60), dokonuje poréwnania dedukcji naturalnej opartej na samych regutach
strukturalno-dedukcyjnych, wykorzystujac tzw. I i II odmiang gentzenowska z deduk-
cja logistyczna postugujaca sie, obok dyrektyw, aksjomatami (Jozef Iwanicki, Dedukcja
naturalna i logistyka (Warszawa: Naktadem Polskiego Tow. Teologicznego w Warsza-
wie, 1949). Waznymi w tym zakresie pozostaja takze prace A. Mostowskiego, Logi-
ka matematyczna (Andrzej Mostowski, Logika matematyczna (Warszawa—Wroclaw:
1948), St. Jaskowskiego, Elementy logiki matematycznej czy R. Suszki, W sprawie logiki
bez aksjomatéow (Roman Suszko, ,W sprawie logiki bez aksjomatow”, Kwartalnik Filo-
zoficzny 17 (1948): 199-205). Zagadnienia te zasluguja na odrebne opracowanie i nie
mieszcza sie¢ w problematyce podjetej w niniejszym artykule.
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przyjmowac prawdziwos¢ sadu szczegdlowego. O tym, czy sad szczegd-
fowy, egzystencjalny jest negacja zdania ogélnego, mozna przekonac si¢
tylko droga konstrukgji.

Wszedzie tam, gdzie istnieje dobre uporzadkowanie elementéow
zbioru, wazna jest zasada indukcji matematycznej. Nie chodzi tu tylko
o zbiory skonczone, ale rdwniez o te, ktdre sg zbiorami nieskonczo-
nymi przeliczalnymi o mocy alef-zero. Dla tych zbioréw obowiazuja
zasady logiki klasycznej. Wydaje sie wazne spostrzezenie, ze gdy mamy
do czynienia z niewielka ilo$cig przedmiotow, logika w zasadzie jest
niepotrzebna. Z chwilg jednak, gdy rozpatrujemy ilo§¢ przedmiotéw
nieskonczong, albo skonczong, ale tak duzg, ze pojawiaja si¢ trudnosci
eksperymentalnego sprawdzania ich wlasnosci, wowczas logika staje si¢
konieczna do zastosowania.

W kierunku intuicjonizmu matematycznego i logiki
intuicjonistycznej

Koncepcje jezyka oparta na ogdlnych zalozeniach filozoficznych
Brouwer sformufowal juz w 1905 roku, w artykule Life, Art and Mysti-
cism®, jeszcze przed ogloszeniem programu intuicjonistycznej matema-
tyki, ktory przedstawil w pracy On the Foundations of Mathematics®.
Badajac jezyk matematyki, Brouwer przyjat niezawodnos¢ bezposred-
niego do$wiadczenia wewnetrznego (intuicji). Analizowal procesy,
ktérych mentalng reprezentacje stanowi system matematyczny. Badat
takze takie struktury formalne, ktére moga odzwierciedla¢ relacje zacho-
dzace w rzeczywisto$ci. Postulowatl skonstruowanie takiego wspdlnego
matematycznego systemu, z pojeciami ktérego kazdy wigzalby te same
obiekty, a efektywno$¢ wzajemnego rozumienia sklaniataby do wyboru
najlepszego takiego systemu. Poniewaz zbudowanie takiego wspdlnego
dla wszystkich systemu nie jest mozliwe, dlatego, majac na uwadze cele
praktyczne, cztonkom pewnych grup narzucane sa wspoélne systemy
matematyczne.

Brouwer, odwolujac si¢ do niezawodno$ci bezposredniego doswiad-
czenia wewnetrznego, zdefiniowat i analizowal dwa wymiary intuicjoni-
zmu, z ktérych pierwszy prowadzi do destrukcyjnych i oczyszczajacych

4 Luitzen Egbertus Jan Brouwer, ,,Life, Art and Mysticism’, w Collected Works. Philosophy
and Foundations of Mathematics, T. I, red. Arend Heyting (Amsterdam-Oxford-New
York: North-Holland Publishing Company; American Elsevier Publishing Company,
1975),1-9.

5 Brouwer, ,,On the Foundations of Mathematics”, 12-101.
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matematyke konsekwencji, natomiast drugi daje szerokie mozliwosci
dla matematycznych odkry¢ i nowych rozwigzan. Ten pierwszy wymiar
intuicjonizmu, ktéry mozna potraktowac jako definicje matematyki intui-
cjonistycznej, calkowicie oddziela matematyke od jej jezyka®. W matema-
tycznym mysleniu pojawia sie intuicja czystej dwu-jednosci, dzigki ktorej
jest mozliwe kreowanie wszystkich skonczonych liczb porzadkowych’. Ta
podstawowa intuicja matematyczna prowadzi bezposrednio do intuicyj-
nego ujecia liniowego kontinuum. Najpelniej przedstawit to w artykule
Intuitionism and Formalism, gdzie okazal, jak na podstawie powyzszej
intuicji daja si¢ rozwija¢ dzialy matematyki, w ktérych wykorzystuje
sie skoniczona ilos¢ kombinacji dwdch operacji, faczenia i rozdzielania,
co prowadzi do stworzenia skonczonej liczby porzadkowej i stworzenia
najmniejszej liczby porzadkowej pozaskonczonej . W konstrukeji tych
zbioréw ani jezyk potoczny, ani symboliczny nie moga odgrywac zadnej
innej roli, jak tylko role pomocniczego srodka matematycznego w kon-
struowaniu odpowiednich zbioréw®.

W drugim wymiarze intuicjonizmu dostrzega si¢ mozliwos¢ konstru-
owania nowych obiektéw matematycznych’. Oznacza to, ze w trakcie
rozwoju matematyki intuicjonistycznej niektdre obiekty matematyczne

6  ,[...] the phenomena of language which are described by theoretical logic, and recog-
nizes that intuitionist mathematics is an essentially languageless activity of the mind
having its origin in the perception of a move of time, i.e of the falling apart of a life
moment into two distinct things, one of which gives way to the other, but is retained
by memory. If the two-ity thus born is divested of all quality, there remains the empty
form of the common substratum of all two-ities. It is this common substratum, this
empty form, which is the basic intuition of mathematics” Brouwer, ,,Historical Back-
ground, Principles and Methods of Intuitionism’, 510.

7 Intuicja czystej dwujednosci jest podstawowg intuicja matematyczng, szerzej na ten
temat zobacz w dalszej czesci artykutu.

8 Luitzen Egbertus Jan Brouwer, ,,Intuitionism and Formalism*, Bulletin of the American
Mathematical Society 20/2 (1913): 85-96.

9 Lfirstly in the form of infinitely proceeding sequences pl, p2, ..., whose terms are cho-
sen more or less freely from mathematical entities previously acquired; in such a way
that the freedom of choise existing perhaps for the first element pI may be subjected
to a lasting restriction at some following pv, and again and again to sharper lasting
restrictions or even abolition at further subsequent pvs, while all these restricting
interventions, as well as the choices of the pv’s themselves, at any stage may be made to
depend on possible future mathematical experiences of the creating subject;

secondly in the form of mathematical species, i.e. properties supposable for mathematical
entities previously acquired, and satisfying the conditio that, if they hold for a certain
mathematical entity, they also hold for all mathematical entities which have been defi-
ned to be equal to it, relations of equality having to be symmetric, reflexive and trans-
itive; mathematical entities previously acquired for which the property holds are called
elements of the species”. Brouwer, ,,Historical Background, Principles and Methods of
Intuitionism’, 511.
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beda musialy by¢ ponownie zdefiniowane, ponadto obiekty te moga by¢
elementami innych obiektéw, ale nigdy wiasnym elementem.

Poglady Brouwera budzily Zywe zainteresowanie matematykow i logi-
koéw, a zaproponowana przez niego matematyka intuicjonistyczna miafa
swoje dalsze rozwinigcia. Z dobrym opracowaniem logiki intuicjoni-
stycznej Brouwera spotykamy si¢ u jego ucznia Arenda Heytingi w pracy
Die formalen Regeln der intuitionistischen Logik z 1930 roku, gdzie sfor-
mulowal jedenascie aksjomatow teorii zdan logiki intuicjonistyczne;j”.
Z proba tej systematyzacji nie zgadzal si¢ Brouwer, uwazal bowiem, iz
nie mozna tej logiki opiera¢ na aksjomatach. Z takim pogladem mozna
sie zgodzi¢, gdyz, jak wiemy, liczba zdan stanowigcych podstawe sytemu
moze by¢ dowolna, zalezy to od tego, jakie zdania obieramy za podstawe
systemu i jakie przyjmiemy terminy pierwotne'", ponadto Brouwer bliz-
szy byl badaniom logiki intuicjonistycznej metoda dedukcji naturalne;.
Zauwazamy rowniez, ze rownolegle do logiki intuicjonistycznej pro-
wadzone byly prace, ktére takze odchodzity od klasycznej matematyki
i logiki dwuwarto$ciowe;j.

Logika intuicjonistyczna w badaniach logikéw polskich

Logika Brouwera rozszerzona do tzw. logiki Brouwera-Heytinga nie
jest zwykla logika dwuwarto$ciowa, w ktérej kazde zdanie moze mie¢
warto$¢ prawdy albo falszu. Poniewaz nie mozna wykaza¢ bezwzgled-
nej prawdziwosci zasady wylaczonego $rodka, ale, jak stwierdzono, nie
jest ona takze falszywa, dlatego przyjmuje si¢ trzecig wartos¢, wartosé
posrednia %2. Hayting przyjal, Ze negacja tej wartosci jest falsz. W inter-
pretacji Zawirskiego pojawienie si¢ owej trzeciej wartosci ukazuje logike
Brouwera-Heytinga jako logike tréjwarto$ciowa'.

Warto podkresli¢, ze w 1920 roku Jan Lukasiewicz, cho¢ na zupet-
nie odmiennym podlozu - indeterministycznego pogladu na bieg

10 Arend Heyting, Die formalen Regeln der intuitionistischen Logik (Berlin: Detitsche
Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1930).

11 Przyktadowo, prawa logiki tradycyjnej daja si¢ wyprowadzi¢ z czterech, trzech, a nawet
jednego aksjomatu. Jean Nicod w 1917 roku probowat calg logike sprowadzi¢ do jed-
nego aksjomatu. Inne préby byly podejmowane przez Lukasiewicza i Tarskiego w 1930
oraz Sobocinskiego w 1932. Jeéli za terminy pierwotne przyjmiemy symbole negacji
iimplikacji, to, jak wykazal Lukasiewicz, trzeba przyja¢ trzy aksjomaty, natomiast przy
wyborze negacji i alternatywy trzeba przyja¢ cztery aksjomaty, jak zostalo to wykazane
przez Alfreda Northa Whiteheada i Bertranda Russella w Principia Mathematica.

12 Zygmunt Zawirski, ,Geneza i rozw6j logiki intuicjonistycznej”, Kwartalnik Filozoficzny
16 (1946): 165-222.
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zdarzen - zbudowal system logiki tréjwartosciowej”. Obok wartosci
prawdy i falszu przyjat warto$¢ logiczna ,,mozliwo$¢™. Pomimo zna-
czacych rézni¢ miedzy logika tréjwartosciowa Lukasiewicza a intuicjo-
nistyczng Brouwera mozna jednak dostrzec miedzy nimi pewne punkty
styczne”. W logice Lukasiewicza zasada wylaczonego $rodka i zasada
sprzecznosci przestajg by¢ prawdziwe, co nie oznacza, ze sg falszywe,
lecz sa tylko mozliwe (mdéwiac dokladniej, dla wartosci ¥ zasady te maja
wartos$¢ ¥4, co znaczy, ze nie dla wszystkich warto$ciowan formutl, ktore
sq tautologiami, uzyskuje si¢ koncowa wartos$¢ prawdziwosci). W logice
Brouwera mamy podobng sytuacje z tym, ze zasada wytaczonego srodka
nie jest w niej falszywa, ale nie mozna tez wykazac jej prawdziwosci.
Ponadto formuly prawdziwe w logice klasycznej nie moga by¢ fatszywe
w systemie Brouwera. Natomiast pewne formuly prawdziwe w logice
klasycznej sa w logice Lukasiewicza tylko mozliwe, ale niektore — wrecz
falszywe. Biorac powyzsze pod uwage, Zawirski stwierdza, iz logika
Brouwera jest blizsza intuicji niz Lukasiewicza logika tréjwartos$ciowa’s.

Zygmunt Zawirski w pracy Geneza i rozwdj logiki intuicjonistycznej
zestawil matryce negacji, implikacji, alternatywy i koniunkcji zaréw-
no dla logiki Brouwera-Heytinga, jak i Lukasiewicza logiki tréjwartos-
ciowej. Po ich poréwnaniu i przedyskutowaniu warto$ci ukazywanych
w poszczegolnych matrycach okazalo sie, ze o ile w logice dwuwartos$cio-
wej miedzy podstawowymi pojeciami negacji, sumy, iloczynu i implikacji
zachodzg zwiazki, dzigki ktérym mozna ktérakolwiek z nich wyrazi¢ za
pomocy iloczynu wzglednego dwu innych lub tez wprost zdefiniowaé
jedna przy pomocy drugiej, o tyle nie mozna tego wykona¢ w logice
Brouwera-Heytinga. Wyjsciem z tej trudnej sytuacji bylta mozliwos¢
wyboru budowania teorii dedukcyjnej albo metoda aksjomatyczna, albo

13 Jan Lukasiewicz, ,O logice tréjwartosciowej”, Ruch Filozoficzny 5 (1920): 170-171.
14 Idem, ,O pojeciu mozliwosci’, Ruch Filozoficzny 5 (1920): 169-170.

15 Do logiki intuicjonistycznej Lukasiewicz odniost si¢ po raz pierwszy w 1928 roku,
wyglaszajac odczyt na drugim miedzynarodowym zjezdzie matematykéw w Bolonii.
Logice intuicjonistycznej po$wigcit dwie prace: Jan Lukasiewicz, ,Die Logik und das
Grundlagenproblem’, Les Entretiens de Ziirich sur les fondements et la méthode des
sciences mathématiques 12/6-9 (1938) [(Ziirich, 1941): 82-100]6 oraz Jan Lukasiewicz,
»O intuicjonistycznym rachunku zdan’, w Z zagadnien logiki i filozofii. Pisma wybrane,
red. Jan Stupecki (Warszawa: Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, 1961), 261-274.

16 Warto zwrdci¢ uwage na poréwnanie systemu logiki Brouwera-Heytinga z systemem
Lukasiewicza logiki trojwartosciowej, ktore poddal szczegélowej analizie Zygmunt
Zawirski w: Zawirski, ,,Geneza i rozwdj logiki intuicjonistycznej”, 165-222; oraz Tade-
usz Czezowski, Logika. Podrecznik dla studiujgcych nauki filozoficzne (Warszawa: Pan-
stwowy Zaktad Wydawnictw Szkolnych, 1948), 69-77.
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metodg matrycowa”, przy spelnieniu warunku normalnosci matrycy™.
Poniewaz, jak zauwazyl Heytinga, zadnego z czterech podstawowych
pojec nie mozna wyrazi¢ przy pomocy innego ani przedstawi¢ w postaci
iloczynu wzglednego dwdch ani nawet trzech pozostalych poje¢, dlatego
obral metode aksjomatyczng w opracowaniu logiki intuicjonistyczne;.
Po zbudowaniu zdan ta metoda uzyt metody matrycowej jako $rodka do
badania, jakie twierdzenia sag w danym systemie prawdziwe, niezaleznie
od konstrukgji teorii metodg aksjomatyczng. Okazalo si¢ jednak, ze tylko
niektore z praw logiki dwuwartosciowej sa prawdziwe w logice intuicjo-
nistycznej, inne okazuja si¢ tylko jako mozliwe, uzyskujac warto$¢ ¥.
Pelne zrozumienie logiki Brouwera-Heytinga mozna uzyska¢ dopiero
wowczas, kiedy poréwnamy jej matryce z matrycami Lukasiewicza logiki
tréjwartosciowe;j"”.

W 1952 roku w artykule O intuicjonistycznym rachunku zda# Luka-
siewicz podjal bardzo ambitne zadanie poréwnania logiki intuicjoni-
stycznej z logika klasyczng oraz wykazania, iz logika klasyczna zawiera
si¢ w logice intuicjonistycznej. Bazujac na wypracowanej przez sie-
bie beznawiasowej notacji, w ktérag wprowadza odmienne oznaczenia
C i F dla funktoréw implikacji klasycznej i intuicjonistycznej, symboli
KiT - dla koniunkgji klasycznej i intuicjonistycznej oraz symboli Ai O -
dla alternatywy klasycznej i intuicjonistycznej a dla negacji zaréwno
klasycznej, jak i intuicjonistycznej — symbol N?°, opracowuje system
dziesieciu aksjomatdw intuicjonistycznego rachunku zdan. Po przepro-
wadzonych analizach i opracowaniu wielu definicji Lukasiewicz zywit
przekonanie, iz potwierdzil teze, ze klasyczny rachunek zdan stanowi
podsystem intuicjonistycznego rachunku zdan. Nalezy jednak zgodzi¢
si¢ z wysunietymi przez Bozene Czarneckg zastrzezeniami dotyczacymi
uzasadnienia wysunietej przez Lukasiewicza tezy. Na uwage zastugu-

17 Czezowski, Logika. Podrecznik dla studiujgcych nauki filozoficzne, 65-69.

18 Problematyke te wczeéniej opracowal Alfred Tarski w: Alfred Tarski, ,,Podstawowe
pojecia metodologii nauk dedukcyjnych’, w Pisma logiczno-filozoficzne. Metalogika,
t. 11, red. Jan Zygmunt (Warszawa: Wydawnictwo Naukowe PWN, 2001), 51-606 oraz:
Alfred Tarski, ,Badania nad rachunkiem zdany’, w Pisma logiczno-filozoficzne. Metalo-
gika, t. 11, red. Jan Zygmunt (Warszawa: Wydawnictwo Naukowe PWN, 2001), 7-14.
Warunek normalno$ci matrycy ogranicza mozliwo$¢ formulowania matryc przez for-
mutowanie matryc nienormalnych, fantastycznych formut, ktére nie zastugiwalyby na
miano logiki.

19 Krzysztof Slezinski, Towards Scientific Metaphysics, t. 1: In the Circle of the Scientific
Metaphysics of Zygmunt Zawirski. Development and Comments on Zawirskis Concepts
and their Philosophical Context, Polish Contemporary Philosophy and Philosophical
Humanities, t. 15, red. Jan Hartman (Berlin: Wyd. Peter Lang, 2019), 61-66.

20 Lukasiewicz, ,O intuicjonistycznym rachunku zdan’, 281-285.
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je szczegolnie dofaczona do rachunku intuicjonistycznego definicja 63
(FONTpNqéCpq, gdzie § jest zmienng przebiegajaca funktory), ktéra,
zdaniem Czarneckiej, prowadzi do zmiany jej sensu na gruncie logi-
ki klasycznej”. Zdaniem jednak Lukasiewicza funktor C wprowadzony
przez definicje 63 ma wszystkie wlasnosci klasycznej implikacji, dlate-
go mozna si¢ nim postuzy¢ w dowodzeniu twierdzen. Pozostaje jednak
stusznie dostrzezona watpliwo$¢, czy to poszerzenie intuicjonistyczne-
go rachunku o definicje 63 jest dobrze pojmowane przez Lukasiewicza.
Jesli za zmienng funktorowa 6 we wspomnianej definicji mozna byloby
podstawia¢ wylacznie funktory prawdziwo$ciowe, Lukasiewicz mialby
racje w uzasadnieniu swej tezy. Stephan Korner, odwotujac si¢ jednak do
semantyki formalnej dla intuicjonistycznego rachunku zdan opracowa-
nego przez Kripkego, jest zdania, iz analiza funktoréw logiki intuicjoni-
stycznej zdaje si¢ wskazywac, iz nie sg to funktory prawdziwosciowe?.

W wyniku badan nad logika intuicjonistyczng zacze¢to stopniowo
ujawnia¢ pewne jej wady. Okazalo sie, ze matryca implikacji sformuto-
wana przez Heytinga jest nieadekwatna. Spelniajq ja nie tylko wczesniej
sformulowane przez Heytinga aksjomaty i tezy z nich wynikajace, ale
réwniez i takie formuly, ktore z tych aksjomatéw nie wynikaja. W syste-
mie Heytinga przykladowo da si¢ udowodni¢ prawo, ze zasada wyla-
czonego $rodka implikuje lewostronne prawo podwdjnej negacji, lecz
twierdzenie odwrotne nie zachodzi. Chociaz w systemie tym mamy do
czynienia z inferencyjng rownowaznoscig tych dwoch zasad, to jednak
jest to tylko inferencyjna rownowazno$¢. W systemie tym nie obowiazuje
formula réwnowaznosci miedzy zasada wylaczonego srodka i zasada
lewostronnej podwojnej negacji. Mimo tego, ze z zasady wylaczonego
srodka wynika implikacyjnie zasada lewostronnej podwojnej negacji, to
jednak nie zachodzi implikacja odwrotna. Tymczasem w matrycy Hey-
tinga obowigzuja obie formuly implikacji. Stalo si¢ oczywiste, Ze matryca
ta musi ulec poprawie.

Dalsze badania nad matrycami doprowadzily do wykazania, iz zadna
matryca o skonczonej ilosci wartosci nie moze by¢ dla logiki Brouwera-
-Heytinga adekwatna. Zawsze mozna znalez¢ taka formule logiczna, nie-
wynikajaca z aksjomatow tej logiki, ktdrg matryce sprawdzajace aksjoma-
ty beda ja rowniez sprawdzaly?. Dowdd tego zostal przedstawiony przez

21 Bozena Czarnecka, ,Jana Lukasiewicza ujecie intuicjonistycznego rachunku zdar,
Rocznik Filozoficzny 48-1 (2000): 231-237.

22 Stephan Korner, What is Philosophy? One Philosopher’s Answer (London: Wydawnic-
two Allen Lane, 1969), 65.

23 Kurt Godel, ,Zum intuitionistischem Aussagenkalkil’, Academie der Wissen-
schaften in Wien, Mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse 69 (1932): 65-66.
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Kurta Godla w 1932 roku. Przedstawil sume logiczng rownowaznosci
zachodzacych miedzy zmiennymi zdaniowymi. Kazda matryca zawie-
rajaca mniej niz n wartosci, dla ktorej spetnione sa aksjomaty Heytinga,
bedzie spelnia¢ tak zbudowang formule, ktdra jest niezalezna od aksjo-
matdéw logiki intuicjonistycznej. Oznacza to, ze jesli w matrycy warto$ci
aksjomaty spelniajg si¢ dla n wartosci, to formuta skonstruowana przez
Godla bedzie rowniez spelniona, ale pod warunkiem ze ilo§¢ zmiennych
zdaniowych bedzie wigksza od n. Zatem matryca adekwatna dla logiki
Heytinga musi by¢ nieskoniczenie wielowartosciowa. Prawa logiki Hey-
tinga spetniaja si¢ dla nieskoniczonego ciggu skonczonych matryc o ciagle
rosnacej ilosci warto$ci. Oznacza to, ze Zadna matryca nie jest adekwat-
na dla systemu Heytinga oraz ze pomig¢dzy tym systemem a systemem
zwyklego rachunku zdan istnieje nieskonczenie wiele systemow, w kto-
rych zawiera si¢ logika Heytinga, a ktore sa z kolei zawarte w logice
dwuwarto$ciowej*’.

Pod znakiem zapytania stang¢la Brouwera reforma matematyki. Oka-
zalo sie, ze aksjomaty i opracowane matryce Heytinga nie wyznaczaja
tego samego sytemu - jak zatem mozna te niezgodnos$¢ pokonac? Roz-
wigzanie tego problemu podal w 1935 roku Stanistaw Jaskowski pod-
czas Miedzynarodowego Kongresu Filozofii Naukowej. Publikacja z tego
wystapienia ukazala si¢ rok pozniej”. Zbudowane przez Jaskowskiego
matryce adekwatne dla systemu Heytinga okazaty si¢ bardzo skompli-
kowane. Matryce te majg takze rozbudowywane rozgalezienia boczne,
a kazde rozgalezienie dostarcza nieskonczonego ciggu matryc. Zatem,
jezeli uwzgledniamy wartosci wyréznione w poszczegélnych matrycach,
to okazuje sie, ze kiedy wprowadzamy okreslong funkcje, gdzie jej argu-
ment ma warto$§¢ wyrdzniona, to jej warto$cia staje sie nowa wartos¢,
ktérej w poprzedniej matrycy nie bylo. Dzigki tej funkcji mozna for-
mulowac ogdlng tabele, na podstawie ktorej mozliwa jest budowa danej
matrycy, gdy znamy budowe matrycy ja poprzedzajacej*.

Dzigki zastosowaniu wprowadzonej przez Jaskowskiego funkcji otrzy-
mujemy szereg nowych wartosci, zblizajac sie tym samym do prawdy,
ktora jest granica szeregu naturalnego liczb, a ktérym przypisujemy

W przeprowadzonym dowodzie Godel posrednio wykorzystatl to, co pdzniej stalo sie
znane jako logika po$rednia Godla-Dummeta. Utworzyl formule bedacg suma logicz-
ng ze wszystkich réwnowaznosci zachodzacych miedzy zmiennymi zdaniowymi.

24 Zawirski, ,Geneza i rozwoj logiki intuicjonistycznej’, 205-206.

25 Stanistaw Jagkowski, ,Recherches sur le systéme de la logique intuitioniste”, w Actes du
Congrés International de Philosophie Scientifique, t. VI: Philosophie des mathématiques,
Actualités scientifiques et industrielles 393 (Paris: Hermann & Cie, 1936), 58-61.

26 Zawirski, ,Geneza i rozwoj logiki intuicjonistycznej”, 207-217.
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odpowiednio wprowadzane warto$ci. Wykrycie przez Jaskowskiego
nowych sposobdw tworzenia matryc spelnito oczekiwania wobec syste-
mu Heytingi i tym samym otworzylo kolejna perspektywe badan logik
parakonsystentnych, w ktérych zwrécono uwage na rozumienie para-
konsystentnej negacji*’. W tym miejscu pojawiaja si¢ kolejne zagadnienia
dotyczace m.in. mozliwosci utrzymania klasycznego pojecia sprzeczno-
$ci przy jednoczesnym odrzuceniu wynikania dowolnego zdania z pary
zdan sprzecznych, zgodnie z zasadg ex contradictione sequitur quodlibet®.
Z kolei systemowe opracowanie logiki dialektycznej przez Benedykta
Bornsteina pozwolito w inny sposéb niz w dotychczas znanych opraco-
waniach logiki spojrze¢ na zasade sprzecznosci i poréwnac jg z zasada
sprzecznosci logiki klasycznej. Zagadnienie to zostalo podjete przez
Bornsteina w pracy Zarys teorii logiki dialektycznej z 1948 roku®.
Biorac powyzsze pod uwage, nie mozna kategorycznie stwierdzi¢, iz
logika intuicjonistyczna byla jedynie historycznym epizodem w prébach
budowania systeméw dedukcyjnych (a takze w rozwoju topologii). Prace
Brouwera, w tym twierdzenie o punkcie statym®, znalazfo zastosowanie
m.in. w analizach nieliniowych, teorii gier, ekonomii — w teorii rownowa-
gi rynkowej czy fizyce — w badaniu zachowania uktadéw dynamicznych
i przejs¢ fazowych. Zauwazamy takze dalsza kontynuacje mysli zapo-
czatkowanej przez Brouwera w rozwoju logik parakonsystentnych i jej
zastosowaniu w postaci uzytecznego narzedzia w teorii toposéw. Ponadto
dzigki m.in. Alfredowi Tarskiemu w pracy Rachunek zda# i topologia
otworzyla sie perspektywa badan topologicznych systemdw intuicjoni-
stycznych®. W tej pracy Tarski przeanalizowal metodg matrycowa zdania

27 Graham Priest, Richard Routley, Jean Norman, Paraconsistent Logic: Essays on the
Inconsistent (Wien: Philosophia Verlag, Miinchen-Hamden, 1989).

28 Krystyna Misiuna, ,,O obliczach sprzecznosci’, Filozofia Nauki 43/3 (2010): 55-78.

29 Benedykt Bornstein, ,,Zarys teorii logiki dialektycznej”, w Benedykta Bornsteina nie-
publikowane pisma z teorii poznania, logiki i metafizyki. Wybér i opracowanie oraz
wprowadzenie i komentarze, red. Krzysztof Slezinski (Katowice: Uniwersytet Slaski,
2014), 128-190.

30 Twierdzenie Brouwera o punkcie statym glosi, ze kazda ciagta funkcja odwzorowujaca
zamknieta jednostkowg kule przestrzeni euklidesowej w siebie ma punkt staly. Dowod
twierdzenia o punkcie zostal opublikowany przez Brouwera w: Luitzen Egbertus Jan
Brouwer, ,,Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten”, Mathematische Annalen 71 (1912):
97-115. Obecno$¢ mysli Brouwera w badaniach topologicznych w zestawieniu z praca-
mi Kuratowskiego i Mazurkiewicza zob. m.in: Sehie Park, Ninety Years of the Brouwer
Fixed Point Theorem, ,Vietnam Journal of Mathematics” 27/3 (1999): 187-222.

31 Tarski, ,Rachunek zdan i topologia”, 158-200.
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dowodliwe® zar6wno w rachunku dwuwartosciowym, jak i w rachunku
intuicjonistycznym. Ponadto zaprezentowat interpretacje rachunku dwu-
warto$ciowego oraz rachunku intuicjonistycznego w teorii krat. Prace
Tarskiego daly impuls do rozwoju wielu dzialéw matematyki, ale takze
dostarczyly narzedzi do formalizacji logiki.

Mimo sceptycyzmu Brouwera co do stworzonego przez Heytinga
systemu i prob kodyfikacji logiki intuicjonistycznej, rozwijala si¢ ona
mimo tych zastrzezen, doprowadzajac do wielu wartosciowych wyni-
kéw przezwycigezajacych trudnosci w budowaniu intuicjonistycznych
systemow logiki i matematyki, a tym samym przyczyniajacych si¢ do
ich zastosowan w wielu obszarach matematyki i zmatematyzowanych
nauk empirycznych.
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